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1 Introduction 


Le but de ce papier sera de conjecturer une généralité pour la 
formule du binôme de Newton (valide que pour des éléments d’un 
anneau nécessairement commutatifs). Ce résultat sera un essai pour 
trouver une formule générale qui ne dépend pas de la commutativité 
des éléments choisis. 


2 Rappel 


Dans tout ce qui suit, (À,+, X) est un anneau, muni canoniquement de la loi 
de composition interne additive + et de la loi de composition interne 
multiplicative X. 
On pose ainsi pour a € À: 
nm * 
Drno=na;,nenN 
Minc=a",neN 


Nous rappelons que pour x,y € À , avec x,y deux éléments commutatifs, le 
binôme de Newton nous donne la formule suivante: 


(+ = Xi por" on EN 


L'importance du binôme de Newton dans les domaines mathématiques et 
scientifiques est majeure, mais lors de l’application de cette formule dans 

(MA K), +, X) par exemple; (M, (K), +, X) étant l’anneau des matrices carrées 
d'ordre n, muni de l’addition matricielle et multiplication matricielle 


(respectivement) à coefficients dans K (muni d’une structure d’anneau) ; nous 
rentrons dans une impasse. Cette impasse n’est que temporaire, et après avoir 
lu et bien compris mon travail, vous trouverez que la solution de ce problème 
n’est pas si difficile, mais délicate. 


3 Problématique et Plan 


Le problème qui se pose donc sera: 


Comment peut on conjecturer une formule générale équivalente au binôme de 
Newton pour n'importe quels éléments choisis? 


Ou plus grossièrement pour æ&,y € A,nEN, 
Comment réécrire (x + y)" ? 


Pour résoudre ce problème, nous poserons deux fonctions cruciales pour 
construire une piste de poursuite: 


e Dans un premier temps, nous sommerons n + 1 cas possibles qui 

contiennent des composantes uniques, comme dans la formule initiale; le k-ième 
cas en général contient k fois l’élément x dans la formule du binôme de Newton. 
e Dans un second temps, la position des éléments lors de leur multiplication 


dans ces n + 1 cas possibles doit aussi être unique, d’où une combinaison 
de sorte. Dans le cas général, ces combinaisons seront toutes à valeurs uniques. 


4 La fonction },, : 


Pour aborder le premier point du plan, on pose donc une fonction f»,# 
construite pour pouvoir aborder cette conjecture: 


fre : Ni > À 


ir În,k (5) 
eSin— 
o,0(0) = 2 : 14 
fo.o(1) = —14 avec —x l'opposé de x par la loi de composition interne + 


e Sinon: 


la:j EE {0,n+1} 
y;j EN, 
RE … _ fla;jEe{0n+I} 
- Sik=n: PT) = en 
14; € {0,n + 1} 
= Sinon: fux(s) = {ai € Ni 
y: ENN(k+I,n] 


- Sik=0: fa = { 


La fonction fh,4 servera donc un rôle récupératif du nombre de x et y chacun 
à prendre pour chaque ittération de la formule qui sera utilisée. 


5 La fonction , : 


Pour aborder le deuxième point , la fonction y, aidera donc pour savoir l’ordre 
des éléments pour lequel ces arrangements qui auront lieu seront des 
combinaisons lors de la multiplication des images des éléments par fn,#. 

On pose donc 7, la fonction suivante: 


Vn : Na DA Ni 
ie ni) 
On notera que 9n € SN,,1 ; SN,:, étant le groupe symétrique de N,,1 qui 
contient toutes les bijections de N,,41 dans N,+1. 7» est donc un élément du 


groupe (S\,.,,0), muni de la composition de fonctions. +, est permutation de 
Nh+1 avec les critères supplémentaires suivants: 


În.k(1n(0)) = fn.k(0) 
In € SN, +13 fn,k (nn RE 1)) = fnk(n + 1) 
he N?: fn,k(n(ê)) . fn,k(i) 


Cette fonction 7, sera donc importante pour pouvoir effectuer un produit 
des différentes combinaisons pour lesquelles on possède un ordre unique de 
chacun des n + 1 cas mentionnés précédement. 


6 La généralisation finale de la formule du binôme 
de Newton 


En utulisant tous les outils construits lors de la rédaction de ce papier, j’ai donc 
finalement conjecturé la formule suivante: 


6.1 Soient z,yE AneN; 
(x + y)" — >= Ppesse LE fn k(n()) 


7 Notes 


Cette formule, notamment très intéressante, est plutôt inutile, et les fonctions 
utilisées ne sont pas faciles à manipuler, mais c'était un petit défi à réaliser! 
J’ai dû penser à cette formule lors de la rédaction d’une autre preuve, celle de la 
dérivabilité de la fonction exponentielle matricielle, peut-être une nouvelle piste 
à tenter plus tard! 


Le choix de la nomenclature f, x est plutôt triviale, une fonction f indexée 
par n et k , dépendente des valeurs prises par ces entiers naturels. fhx n’est 
pas unique. 


Le choix de la nomenclature +, est ingénieuse; + l’équivalent grec de la 

lettre c latine (choisie pour représenter une combinaison), la troisième lettre des 
alphabets des deux langues, étant une permutation tout comme © (une 

lettre grecque aussi). La notation © utulisée pour nommer une permutation d’un 
ensemble E, ou un élément du groupe symétrique ou groupe des permutations 
(Sg,o) d’un ensemble E. La fonction + est aussi indexée par n pour des raisons 
similaires de celle de f , variante pour des valeurs différentes de l’entier 
naturel n. y, n’est pas unique. 


Si vous trouvez des fautes lors de la lecture, ou des points à améliorer, 
n'hésitez pas à me contacter pour les réctifier ou si vous avez des questions ou 
suggestions de même! 


Bonne continuation à toutes et à tous! 
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